MAVZU:

FUNKSIYA HOSILASI VA UNING TADBIQLARI. BIR
O°*ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILASI,
HOSILANING GEOMETRIK VA MEXANIK MA’NOLARI.
FUNKSIYANING GRAFIGIGA BERILGAN NUQTADA
O‘TKAZILGAN URINMA VA NORMAL TENGLAMALARI.
MURAKKAB, PARAMETRIK, TESKARI VA
OSHKORMAS FUNKSIYALARNING HOSILALARI.
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Harakat tezligi.

Biror gattig jismning to’g’ri chizigli harakatini masalan, yugoriga vertikal holda
otilgan toshning harakatini, yoki dvigatel tsilindridagi porshen harakatini va shunga
o’xshash harakatlarni tekshiramiz. Jismning anig o’Ichamlarini va shaklini e’tiborga
olmay, bundan buyon uni harakat giluvchi M nugta shaklida tasavvur gilamiz. Harakat
giluvchi nugtani uning biror boshlang’ich M, holatidan hisoblanadigan s masofa t
vagtga bog’liq bo’ladi, yani s masofa t vagtning funksiyasi bo’ladi:

S=H(D). (1)




Faraz qilaylik, harakat qiluvchi M nuqta t vaqgtning biror momentida M,
boshlang’ich holatdan holatdan s masofada bo’lsin, undan keyingi biror t + At
momentda esa nugta boshlang’ich holatdan holatdan s + As masofada bo’lib,M,
holatni olgan bo’lsin.

Shunday qilib, At vagt oralig’ida s masofa As migdorda o’zgaradi.
Bu holda At vaqgt oralig’ida s migdor As orttirmani oldi deyiladi.

Endi i—i nisbatni tekshiraylik, u bizga nugta harakatining At vaqtdagi o’rtacha

tezligini beradi:

A
Vorre = A_i . (2)



O’rtacha tezlik M nugta harakatining t momentdagi tezligini hamma holda ham aniq
xarakterlayvermaydi. Masalan, jism At oraligning boshida juda tez, oxirida esa juda
sekin harakatlangan bo’lsa , u holda o’rtacha tezlik nugta harakatining ko’rsatilgan
xususiyatlarini aks ettira olmasligi va bizga nuqgta harakatining t momentdagi haqigiy
tezligi haqida tasavvur bera olmasligi ravshan. Bu haqgiqgiy tezlikni o’rtacha tezlik
yordami bilan anigroq ifodalash uchun At kichik vaqt oralig’ini olish kerak. Nugta
harakatining t momentdagi tezligini At — 0 dagi o’rtacha tezlikning intilgan limiti to’la
xarakterlaydi. Bu limit harakatning berilgan momentdagi tezligi deyiladi:

: As
V= Al%r_)no At. )



Shunday qilib, vaqt orttirmasi At nolga intilgan holda yo’l orttirmasi As ning vaqt
orttirmasi At ga nisbatining limiti harakatning berilgan momentdagi tezligi deyiladi.

Biz (3) tenglikni yoyilgan shaklda yozamiz. Masofaning orttirmasi
As = f(t + At) — f(t) bo’gani uchun

. f(t+At) — f(b)
v = lim
At—0 At

Buning o’zi notekis harakatning tezligi bo’ladi. Shunday qilib, notekis harakat tezligi
tushunchasi limit tushunchasi bilan uzviy ravishda bog’langanligini ko’ramiz. Faqat limit
tushunchasi yordami bilan notekis harakat tezligini topish mumkin.



Hosilaning ta’rifi

Biror oraligda aniglangan y = f(x) (1)  funksiyaga x argumentning shu
oraligdagi har bir giymatiday = f(x) funksiya ma’lum giymatga ega.

Argument x biror (musbat yoki manfiy) Ax orttirmani olsin. U vaqtda y
funksiya biror Ay orttirmani oladi. Shunday qilib:

argumentning x giymatida y = f(x)ga,

argumentning x + Ax giymatida y+ Ay = f(x + Ax) ga ega
bo’lamiz.Funksiyaning orttirmasi Ay ni topamiz:

Ay = f(x + Ax) — f(x).

Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz:

Ay _ f(x+Ax)—f(x)
Ax Ax '




Bu nisbatning Ax — 0 dagi limitini topamiz. Agar bu limit mavjud bo’lsa, u berilgan f(x)
funksiyaning hosilasi deyiladi va f'(x) bilan belgilanadi Shunday qilib, ta’rifga ko’ra,

f'x) = Alylcmo =
yoki
_ f(x+Ax) f(x)
f'(x) = Ax

Demak, berilgan y = f(x) funk3|yan|ng argument x bo’yicha hosilasi deb, argument
orttirmasi Ax ixtiyoriy ravishda nolga intilgan holda funksiya orttirmasi Ay ning argument
orttirmasi Ax ga nisbatining limitiga aytiladi.

Umumiy holda x ning har bir giymati uchun f’(x) hosila ma’lum giymatga ega, yani
hosila ham x ning funksiyasi bo’lishini takidlab o’tamiz.

Hosila uchun f'(x) belgi gatorida boshgacha belgilar ham ishlatiladi, masalan,

/ / dy
y’ yx’ dx'

Hosilaning x=a dagi aniqg giymati f'(a) yoki y’ /,-, bilan belgilanadi.



Berilgan f (x) funksiyadan hosila olish amali shu funksiyani differensiallash deyiladi.

1-misol. y = x?# funksiya berilgan, uning: 1) ixtiyoriy x nuqtadagi va 2) x=3 nuqtadagi y’
hosilasi topilsin.

Yechish. 1)Argumentning x ga teng giymatida y = x# ga egamiz. Argumentning x + Ax ga
teng giymatida y + Ay = (x + Ax)? ga egamiz. Funksiya orttirmasini topamiz:

Ay = (x + Ax)?—x? = 2xAx + (Ax)?.

i—i nisbatni tuzamiz:
Ay  2xAx + (Ax)?

= 2x + Ax.
Ax Ax x o+ Ax
Limitga o’tib, berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:
y' = lim 2 — im (2x + Ax) = 2x.

Ax—0Ax  Ax—0
Demak, y = x*# funksiyaning ixtiyoriy nugtadagi hosilasi y' = 2x.



2) x=3 da quyidagini hosil gilamiz:
y'/x=3=2-3=6.

Izoh. O’tgan paragrafda, agar harakatlanuvchi nugta s masofasining t vagtga
bog’lanishi s=f(t) formula bilan ifodalansa, u holda t momentdagi v tezlik

v = lim 2 = |jy £&HAD7O

At—0 At  At—0 At
formula bilan ifodalanishi aniglangan edi. Demak,
v=s=f'(0)

yani tezlik yo’ldan t vaqt bo’yicha olingan hosilaga teng.
Hosilaning geometrik ma’nosi.

Endi hosilaning geometrik ma’nosini o’rganamiz. Buning uchun avval egri
chizigga uning berilgan nuqgtasida o’tkazilgan urinmaning ta’rifini Kiritamiz.

1-chizma — 7 t 2-chizma .



Bir egri chizig va unda tayin M, nugta berilgan bo’lsin.Egri chiziqda bir M; nuqtani olamiz
va MM, kesuvchini o’tkazamiz (1-chizma). Agar M; nudta egri chiziq bo’yicha M,
nugtaga cheksiz yaginlasha borsa, u holda M,M,, kesuvchi MoM,', MqM,"" va hokazo turli
vaziyatlarni ishg’ol giladi.

Agar M;nuqta egri chiziq bo’yicha istalgan tomondan M, nugtaga cheksiz
yaginlasha borganda kesuvchi ma’lum MyT to’g’ri chiziq vaziyatini egallashga intilsa, u
holda bu to’g’ri chiziq M, nuqtada egri chizigga urinma deyiladi.

Biz f(x) funksiyani va to’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida unga mos
y = f(x) egri chizigni ko’rib chigamiz(2-chizma). x ning biror giymatida funksiya
y = f(x) giymatga ega. Egri chizigda x va y ning bu giymatlariga M, (x, y) nuqta to’g’ri
keladi. Argument x ga Ax orttirmani beramiz. Argumentning yangi x + Ax giymatiga
funksiyaning “orttirilgan” y + Ay = f(x + Ax) giymati to’g’ri keladi. Egri chizigning
bunga mos nugtasi M, (x + Ax,y + Ay) nuqgta bo’ladi. MyM; kesuvchini o’tkazamiz va
uning Ox o’qning mushat yo’nalishi bilan hosil gilgan burchagini ¢ bilan belgilaymiz. i—z
nisbatni tuzamiz. 2-chizmadan

Ay
L otge (1)
ekanligi kelib chigadi.



Agar endi Ax nolga intilsa, u holda M, nuqta egri chiziq bo’yicha harakat qilib, M,
nugtaga yaginlasha boradi. MyM,; kesuvchi M, nuqgta atrofida aylanadi va Ax
o’zgarishi bilan ¢ burchak o’zgaradi. Agar Ax — 0 da ¢ burchak biror «a limitga
Intilsa, u holda M, nuqgtadan o’tuvchi va abssisalar o;gining musbat yo’nalishi bilan «
burchak tashkil giluvchi to’g’ri chizig izlangan urinma bo’ladi. Uning burchak
koeffitsiyentini topish giyin emas.
. Ay
tga = limtge = lim 75 = /'),

Demalk,

flx) =tg e, (2)

Yani argument x ning berilgan giymatida f'(x) hosilaning giymati f(x) funksiyaning
grafigiga uning M,(x,y) nugtasidagi urinmasining Ox o’gning musbat yo nalishi
bilan hosil gilgan burchak tangensiga teng.



2-misol. y = x? egri chiziqgga M, Gi) M,(—1,1) nugtalardagi urinmalar og’malik
burchaklarining tangenslari topilsin.
Yechish. Ma’lumki y’ = 2x, demak,

tga; =y _1=1; tga, = yz—_q = —2.

X

N

Elementar funksiyalarning hosilalari.
1.y = x™ funksiyaning hosilasi y’ = nx™®1 ga teng.
Isbot. Agar X o’ziga Ax orttirma olsa, u holda y + Ay = (x + Ax)™.
Nyuton binomi formulasiga ko’ra

— n_ ,n_,n E n-—1 Tl(Tl — 1) n-—2 2 n_ .n
Ay = (x + Ax)" — x x™ + X Ax + T, X (Ax)“ + -+ (Ax)" — x
yoki Ay = nx™ 1Ax + —n(?_;l) x2(Ax)?% + -+ (Ax)™

A . ] .
ﬁ nisbatni topamiz:

A nn-—1
2 nx™ 1 + ( )x”_zAx + o4+ (Ax) 1
Ax 1-2




Bu nisbatning limitini topamiz:

r_ i AY s n-1 , nn-1) 5 - n—-1| _ n—1
y _AlglchOAx_Alglcrllolnx +———x"""Ax + + (Ax) ]—nx .
Demak, y = x™ funksiyaning hosilasi y' = nx™~! gateng.

2.y = sinx bo’lsa y' = cosx bo’ladi.
Isbot. Agar x o’ziga Ax orttirma olsa, u holda y + Ay = sin(x + Ax);

, , X+ Ax —x x4+ Ax + x - Ax Ax
Ay = sin(x + Ax) — sinx = 2sin > cos > = 25m7cos x + -

)

2 ' A_x ( +A_x) 1) ——
Ay Sln2 CoS\ X > Sin

Ax
— — 2 L
= = —x COS (x + —2 ),

Ax Ax —
. Ax
= tim Y = lim e 2 L x
= ]lim — = lim - limcos|x +—|,
y Ax—0Ax  Ax—0 A_X Ax—0 2
2
. Ax
. SlTl? .
ammo  lim —* =1,  shuning uchun
Ax—->0 —=

Y Ax\
y _A,‘)ICIBOCOS X + > = COSX.



3.y = cosx bo’lsa y' = —sinx bo’ladi.
4.Agar y=C (C=const) bo’lsa, y' = 0 bo’ladi.

Isbot. y=C o’zi x ning shunday funksiyasiki, barcha x lar uchun uning giymatlari C
ga teng.
Demak, x ning istalgan giymatida y = f(x) = C.
Argument x ga Ax(Ax # 0) orttirmani beramiz. Argumentning barcha giymatlarida
funksiya y o’zining C giymatini saglaydi, shuning uchun

y+ Ay =f(x+ Ax) = C,

Ay = f(x +Ax) — f(x) =0,

Ay

— =0, y’:llmA—y:O,yanly’:()

Ax Ax—0 Ax



Murakkab funksiyaning hosilasi.

Faraz qgilaylik, y = f(x) murakkab funksiya, yani shunday
funk5|ya berilganki, uni y=F(u), u=¢(x) yoki

Fleo(x)] ko’rinishida tasvirlash mumkln bo’ lsm y = F(u)
ifodada U o zgaruvchi oralig argument deyiladi.

Teorema Agar u = ¢(x) funksiya biror x nugtada

= ¢ (x) hosHaga ega bo’lsa, y = F(u) funksiya esa u ning
mos giymatida y, = F'(u) hosnaga ega bo’lsa, u holda
ko rsatilgan X nugtada y = Fl@(x)] murakkab funk5|ya ham
vy = E; u)cp (x) ga teng hosilaga ega bo’ladi, bu yerda uo ‘rniga
u—cp(x ifodani qo’yish zarur. Qisgacha vy, = y,u,, yani
murakkab funk5|yan|ng hosilasi berilgan funksiyaning oraligdagi
argument u boyicha hosHasmmg oraligdagi argumentning X
bo yicha hosilasi bllan ko ’paytmasiga teng.



Isbot. Argument X ning ma’lum giymatida u = @(x), y = F(u).
Argumentning o’stirilgan x 4+ Ax giymatida
u+Au=¢(x+Ax), y+ Ay =F(u+ Au).

Shunday qgilib, Ax orttirmaga Au orttirma mos keladi, bunga esa Ay
orttirma mos keladi, buning ustiga Ax - 0 da Au - 0 va Ay — 0.

Shartga muvofiq

lim 2 =
Atltr—r>loAu Yu -



Bu munosabatdan, limit ta’rifidan foydalanib, (Au # 0da)
Ay

= ta (1)
tenglikni hosil gilamiz,bu yerda Au — 0 da ¢ — 0. Bundan (1) tenglikni
Ay =y, Au + alAu (2)

ko’rinishida yozamiz.Bu (2) tenglik ixtiyoriy a da Au = 0 bo’lganda ham to’g’riligicha
goladi, chunki u 0=0 ayniyatga aylanadi. Au =0 da a = 0 deb hisoblaymiz. (2)
tenglikning barcha hadlarini Ax ga bo’lamiz:

Ay _ ,Au Au
Ax_yqu-I_an' (3)
Shartga ko’ra
. Au : .
Ay = fim @ =0
(3) tenglikda Ax — 0 da limitga o’tib, shuni hosil gilamiz:
Yx = Yully-

Misol. y = (Inx)3 funksiya berilgan, y;. ni toping.
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E’tiboringiz uchun rahmat!



